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1 Introduction

Mon stage portait sur le probleme de I’encodage et du décodage de messages pour la transmission
au travers d’un canal. Ce canal est bruité, donc est représenté par la probabilité d’obtenir une
certaine sortie sachant l’entrée du canal.

Il y a deux facons d’aborder ce probleme : le point de vue algorithmique, qui consiste a déterminer
la meilleure fagon d’encoder et de décoder un message pour un canal donné, et le point de vue
asymptotique, étudié en théorie de 'information, pour lequel on s’intéresse au nombre de messages
qu’il est possible d’envoyer dans n canaux en parallele, quand n tend vers Uinfini.

On peut de plus faire varier le nombre d’encodeurs en entrée du canal. Je n’ai travaillé que sur
les cas & un ou deux encodeurs.

Enfin, en plus du cas classique dans lequel les encodeurs et le décodeur sont indépendants, je
me suis intéressé a la possibilité de lier ces éléments entre eux par une ressource commune dite
non-signaling, c’est-a-dire ne permettant pas la communication entre les différents éléments. Ces
ressources peuvent étre créées en utilisant 'intrication quantique.

Les cas classiques asymptotiques sont détaillés dans [I], avec le deuxiéme théoréme de Shannon
pour le cas simple, et une extension au cas a deux encodeurs. D’autre part, les cas simples algo-
rithmiques sont étudiés dans [2], ot il est prouvé que la valeur optimale du cas classique peut étre
approchée en temps polynomial, et ou ’on montre une inégalité entre les probabilités de succes avec
et sans ressource non-signaling.

On s’intéresse au cas algorithmique classique a deux émetteurs, ainsi qu’aux cas algorithmique et
asymptotique non-signaling a deux émetteurs. J’ai étudié plus en détail un canal de communication
relatif a des jeux 2-prover I-round, en me basant sur 'article [3].
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FIGURE 1 — Illustration du cas & un encodeur
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FIGURE 2 — Illustration du cas a deux encodeurs

1.1 Cas classique a un seul encodeur

On se place d’abord dans le cas a un seul encodeur, comme sur la figure I} avec un encodeur et
un décodeur indépendants.



1.1.1 Aspect algorithmique

On se base sur [2]. Prenons k messages et un canal W avec un alphabet d’entrée X et un
alphabet de sortie ).

Pour un ¢ € [k] et un € X, on note e(z|i) la probabilité pour que 'encodeur envoie = au canal
sachant que le message en entrée est i. De méme, d(i'|y) est la probabilité pour que le décodeur
renvoie i’ € [k] sachant que la sortie du canal est y € V. On a enfin W (y|x) la probabilité pour que
le canal renvoie y si x est en entrée.

La probabilité de succes maximale associée a W et k est donc la suivante.

Définition 1. Probabilité de succés maximale classique avec un encodeur

def L. 1 . .
SW, k) = maximiser o Z e(z|i)W (y|z)d(ily)
(z,y,1)€EX XY X [k]

tels que Z e(zli) =1 Vie k]
TeEX
D diily)=1 Vyey
i€ (k]
0 <e(zli) VY(z,i) e X x K]
0<d(ily) V(iy) e[k xY

Les conditions traduisent le fait que les valeurs de e et de d correspondent a des distributions de
probabilités. D’autre part, cette définition correspond au cas dans lequel la loi probabilité régissant
les messages en entrée est uniforme, ce qui est une hypothese conservée tout au long de ce rapport.

De plus, le résultat suivant est prouvé dans [2] :

Théoréme 1. I existe un algorithme en temps polynomial (I’algorithme glouton convient) ren-
voyant Alg(W, k) tel que

(1—e HS(W, k) < Alg(W, k) < S(W, k)

D’autre part, si un algorithme en temps polynomial donne une meilleure approrimation, alors
P=NP.

1.1.2 Aspect asymptotique

On se place maintenant dans le cas ou n copies d’un canal W sont en paralléle, et on s’intéresse
au nombre de messages qu’il est possible d’envoyer pour que la probabilité de succes tende vers 1
quand n tend vers U'infini. Dans [I], la capacité d’un canal est définie par une information mutuelle :

Définition 2. Capacité
Etant données deuz variables aléatoires X etY d valeurs respectivement dans X et Y, la capacité
C d’un canal W est
C= max I(X:Y)

Ou les p sont les lois possibles pour X (celle pour Y s’en déduisant par W ).



En notant W™ le canal correspondant a n canaux W en parallele, on peut énoncer le théoreme
suivant :

Théoréme 2. Second théoréme de Shannon
Pour tout canal W, pour tout R < C,

LA — |

n—oo

Réciproquement, si on a un R tel que la condition précédente soit vérifiée, alors

rR<C

1.2 Un encodeur avec une ressource non-signaling
1.2.1 Ressource non-signaling

Plus formellement, on définit les contraintes relatives a cette ressource de la fagon suivante.

Supposons que l’on ait des ensembles X7, X5, Vi et Vo. Sixzy € Xy, 20 € X, y1 € V1 et yo € Vs,
on note p(y1,yz|x1,z2) la probabilité d’obtenir (y1,y2) si on a (z1,z2). Pour qu'il s’agisse d’une
distribution non-signaling pour X X Vso €t Xe X Ve, il faut que p vérifie les propriétés suivantes :

D ey geler,wa) = D plys, gl ws)  V(wn, @), wa,y2) € X X Xy X Xp x Vo
y1€M y1€M

Et symétriquement

D ey geler, ) = D plys, poler, o) V(e w2, 2,y2) € X X Xy X Xy x Vo
Yy2E€V2 Y2E€Y2

Ce qui correspond intuitivement au fait que 1 ne peut pas influencer ys, et 2 ne peut pas influencer
Yi1-

Exemple

Si on prend pi(y1]|z1) et pa2(yz|ze) respectivement la probabilité d’obtenir y; sachant x1, et yo
sachant xs, alors

P(y1, w2|z1,2) = p1(y1|w1)p2(y2|r2)

est bien non-signaling.

De plus, si on définit ¢1 (y1|x1) et g2(yz2|z2) de la méme fagon, et si on prend A tel que 0 < A < 1,
alors

P'(y1, z2lz, 22) = Ap1(y1]z1)p2(y2lz2) + (1 = Nar(y1]z1)g2(y2|22)

l’est également.

1.2.2 Modification du cas classique

Dans le cas non-signaling, on remplace e(z|i)d(i'|y) par P(z,4|i,y) pour tout (i,7,z,y) dans
[k] x [k] x X x Y. Les contraintes s’appliquant & P sont donc celles définies en en plus de
celles garantissant que ses valeurs correspondent a des probabilités.



Définition 3. Probabilité de succés mazximale non-signaling avec un encodeur

NS def . 1 .
ST (WLE) = maximiser - Z W (y|z)P(z,i|i,y)
(z,y,i) EX XY X [k]

tels que p(x,i'li,y) = Y pla,d[i",y) V(i i,i",y) € [k] x [k] x [K] x ¥

reX reX
> p(illiy) = Y p,i'liy) Y, 2,y,) € [k x X x Y x Y
i’ €[k] i’ €[k]
> Plaidliy)=1 Y(i,y) ek xY
(x,i’)€X x [k]

0< P(a,d'li,y) V(i,i',z,y) € [k] x [k] x X x Y
On trouve le résultat suivant dans [2] :

Théoréme 3. Si k et l sont des nombres de messages inférieurs d |X|, alors

l
S(W,1) > % (1 — (1 — i) ) SNS(VV,]{?)

Et cette inégalité est optimale.

1.3 Cas a deux encodeurs

On passe maintenant au cas classique & deux encodeurs (voir [I]). On a donc maintenant deux
parametres ki et ko, représentant respectivement le nombre de messages possibles en entrée du
premier encodeur e; et celui du second, es. Ces derniers prennent respectivement des messages 4
et j dans [k1] et [k2], et renvoient des élément z1 € X} et zo € Xy avec probabilités e;(z1]i) et
() (IL‘Ql])

L’alphabet d’entrée du canal devient donc &X; x X5. On note alors W (y|(z1,x2)) la probabilité
pour que W associe y € Y a la paire (x1,x2) € Xj X Xs.

Symétriquement, on a un décodeur d qui & un élément y € Y associe la paire (,7) € [k1] x [k2]
avec probabilité d((i,7)|y).

On a donc une définition de S proche de celle a un encodeur :



Définition 4. Probabilité de succés mazimale classique avec deux encodeurs

def ..
S(W,k1,ke) = maximiser
e1,ea,d kle

> ex(@1li)ex (2] HW (Yl (21, 22))d((7 5)1y)

(z1,22,9,1,5)
EX1 XXy XY X U{:l] X [kg]

tels que Z er(z1]i) =1 Vi€ [k]
T1€EX
D ealwoli) =1 Vj € [ko]
T2E€X2
Y. Ay =1 Vyey
(i,7)€k1] % [k2]
0< 61($1|i) <1 V(l‘l,i) € X x [k‘l]
0< 62(x2|j) <1 V(.’L‘Q,]) € Xy X [kg]

D’un point de vue asymptotique, on définit la zone de capacité d’un canal W de la fagon
suivante :

Définition 5. Zone de capacité
La zone de capacité est 'adhérence de 'ensemble des paires (R, Rg) € Ri telles que

S(wm,2fan glany g

n—oo
Le théoréme suivant donne un moyen de la calculer & ’aide d’informations mutuelles :

Théoréme 4. Si on définit des variables aléatoires X1, Xo et Y a valeurs respectivement dans
Xy, Xy et Y, la zone de capacité est égale a l'adhérence de ’enveloppe convexe de l’ensemble des

(R1, R2) vérifiant

R1 < I(Xl,Y|X2)
RQ < I(XQ,Y|X1)
Ri+ Ry < I(Xl,XQ;Y)

pour des lois produit sur X, et Xo (celle sur'Y étant alors donnée par W ).

Le point de vue algorithmique sera étudié dans la partie [2.2

2 Optimisation du cas classique avec deux encodeurs

Si on adopte le méme point de vue que pour le cas & un encodeur, c’est a dire un probleme
de maximisation avec des contraintes, on peut se demander s’il existe dans ce cas un théoréme
semblable au théoréme [T} Ce n’est pas le cas, comme montré apres la définition du probléme.



2.1 Enoncé équivalent au cas classique & deux encodeurs
Il est possible de simplifier I’énoncé de la fagon suivante :

Théoréme 5. Enoncé équivalent
St on définit la fonction

f . P(Xl X Xg) — R
W Z = Zyey maX(Zl,Iz)EZ W(y|(l‘1, 372))

On a alors un énoncé équivalent pour le cas classique d deux encodeurs :

S(VV7 ]ﬂhkg) = max fw(Z)

kike  Z=Z1xZ,
Z1CX1,Z2C X2
|Z1|<k1,| Z2|<ka

Démonstration. La preuve de 1’équivalence des deux énoncés est en annexe.

2.2 Inexistence d’une solution approchée en temps polynomial avec fac-
teur constant

Contrairement au cas & un encodeur, sous ’hypothese 1.1 de [4] sur les formules k-AND, on a
le résultat suivant :

Théoréme 6. Inexistence d’une solution approchée
Sous Uhypothése 1.1 de [J)], pour tout W, ky et ko, il n’existe pas d’algorithme en temps polyno-
mial calculant une valeur approchée de S(W, ki, ke) — 1 avec un facteur 1/2.

Démonstration. La preuve compléte est en annexe. Dans larticle [4], on trouve une démonstration
de l'impossibilité (toujours sous I’hypothése mentionnée) de trouver une approximation en temps
polynomial pour le probleme du sous-graphe le plus dense dans un graphe biparti.

En définissant les alphabets d’entrée a partir des deux parties du graphe, et la probabilité
d’obtenir un symbole en sortie a partir des arétes, on peut réduire ce probléme a notre probléme
d’encodage.

3 Cas non-signaling avec deux encodeurs

On passe maintenant au cas dans lequel les deux encodeurs et le décodeur ont acces a une
ressource commune, mais qui ne leur permet pas de communiquer entre eux.

3.1 Enoncé du probléme
3.1.1 Transformation du cas classique

On enléve 'indépendance entre les deux encodeurs et le décodeur. P(x1, 2, (¢, 5')|y, i, j) repré-
sente la probabilité pour que, sachant que les messages d’entrée sont i et j, et que le symbole en
sortie du canal est y, on ait 21 et x5 en entrée du canal, et (i, ;') en sortie du décodeur.

On doit toujours avoir des distributions de probabilités, mais a cette contrainte on rajoute ’absence
de possibilité de communication par la ressource NS.



Définition 6. Probabilité de succés mazximale non-signaling avec deux encodeurs

SNS(W, by, k)

maximise
P(zy,22,(7,5")]4,5,y)

1

T 2 P )iy W sl e)

T1,82,Y,%,]
tel que P probabilité

P non-signaling
Les conditions détaillées sont en annexe dans la preuve du théoréme suivant.

3.1.2 Un énoncé équivalent

Théoréme 7. Enoncé équivalent
On peut également définir SN de la facon suivante.

SNS(W, by, k)

1
maximiser T E W (ylr122)72, 20,y
Tey22,9 2y 09,y 21,20,y Pr1,22 N wl T2,y
72,
tels que E Tay,aay = 1
Z1,2T2

1 _
ZTEMEM/ = k1 erhwmy
] X1
Zrﬂﬂhwz’y kg ZT"M’MW
E Pzy @y = k1 § rzl,xg,y
E Day,wy = k2 E : Toy,xa,y

O < rﬂll x2,Y < ’rasl,:zg,y — pI175E2
O < bel 2,y — < rml,mg,y — pml,ﬂﬁz

1 2
0 < Pzq,20 — T;vl,xg,y - Twl,zg,y + Tzy,22,y

10



Démonstration. La preuve de 1’équivalence est en annexe, les relations entre les variables des deux
énoncés sont les suivantes :

To1,00,y = ZP(xl’x% (27])‘17]7 y)

%,J
T9101,x2,y = Z P(xla‘r% (i/,j)|i,j, y)
i1,
r92317$27y = Z P(xl’x% (i,j/)|i,j, Y)
1,5,5"
Paywy = Z P(xlvx%(i/ajl)‘ivj»y)
4,4",5,3"
Tzi,@2y g
5 7 S1 2 =1
k1, ko ) J yJ
il,IQ,y — Tzi,ma,y Si g # il j= j,
o Foa ko (g — 1) !
P(xlax27(iaj)|i7jay): T’2 — Ty
T1,%2,Y 1,%2,Y sii=i j+j
kiko(ko — 1)

1 2
Dar,wo = Toyao,y — Tar,ae,y T Tar,a0,y c .
’ 1,T2,Y 1,22,Y 2, SlZ#Z,j?é]

krka (k1 — 1)(ks — 1)

3.2 Un lemme utile

On peut démontrer le lemme suivant, qui traduit le fait que le non-signaling est plus puissant
que l'indépendance :

Lemme 1. Pour tout W, n, ky, ka, on a SNS(W™ ki, k) > S(W"™, ky, ks)

Démonstration. Sion a les e1, es et d du cas classique, alors on définit P comme leur produit. On
vérifie facilement que P vérifie alors les conditions non-signaling (ce qui est naturel, puisqu’il s’agit
méme du cas ou tous les éléments sont indépendants). Ce qui donne également le corollaire suivant.

Corollaire 1. La zone de capacité dans le cas non-signaling est toujours plus grande que dans le cas
classique.

Démonstration. Par passage a la limite des inégalités.

3.3 Un exemple : additionneur

Appliquons les définitions précédentes sur un exemple. On considére le cas d’un canal prenant deux bits
en entrée et renvoyant leur somme. On définit Waaa tel que

Waad(yl(z1,22)) = Syar420 Yy € {0,1,2},V(z1,22) € {0,1}°

11



Cas classique

On calcule la zone de capacité a 'aide des informations mutuelles, en notant p; la probabilité pour que
e1 renvoie 1 et on note p2 de méme pour es.

I(X1;Y|X2) = H(X1|X2) — H(Xa]Y, X2)
= H(X1)
—(p1logy(p1) + (1 — p1)logy (1 — p1))

On a un maximum de 1 pour p; = 1/2, donc R1 < 1. La situation étant symétrique, on a de méme
Ry < 1.
D’autre part,
I(Xl,XQ;Y) = H(Xl,X2) - H(X1,X2|Y)
On obtient numériquement (détails sur le code en annexe) que le maximum est obtenu pour des lois
uniformes, et est de 3/2, donc Ry + Rz < 3/2.

La zone de capacité est donc la suivante :

e
707777777

Y
AN
“Ri+ R 1,5
Ji 2 < 1,
AN
R2 <1
1 N

Zone de capacité classique

2

/22777777777 77777777770 N
20777077 ey S
/72772777777 27727777777
sr77777777777 11777777777 A
/72772777777 277277777771 N
277707 1277777 N
/72272777777 277277777771
2770770777 77777777771
22 707777777777) 707777777771 N
AR A )
/77777772777 7272007777777777777 A
0 Ry N R

FIGURE 3 — Zone de capacité de I’additionneur dans le cas classique

Cas NS

Si on utilise un solveur LP pour résoudre le probléme, on obtient les valeurs suivantes pour le point (1,1).

n 1 2 3 4
SNS (2™,2™,n) | 0,7500 | 0,5625 | 0,4219 | 0,3164

On peut donc supposer que (1,1) n’appartient pas & la zone de capacité.

4 Canaux correspondant a des jeux

On s’intéresse maintenant & des canaux définis comme dans [3], & partir de jeux 2-prover I-round. On
définit ces jeux de la fagon suivante :

12



Définition 7. Jeu 2-prover 1-round

Etant donnés un vérifieur, deuz joueurs et des ensembles Q1, Q2, A1 et Az, le jeu se déroule de la fagon
suivante :

— Le vérifieur envoie une question q1 € Q1 au joueur 1, et g2 € Q2 au joueur 2.

— Chacun des deux joueurs renvoie une réponse, respectivement a1 € Ay et az € As.

— Le vérifieur accepte si (q1,q2,a1,a2) € V, avec V C Q1 X Q2 X A1 X As.

Définition 8. Stratégie
On définie une stratégie pour un jeu G comme une paire de fonctions (Il1,Il2), respectivement de Q1
dans A1 et de Q2 dans As.

Définition 9. Probabilité de succés maximale
On définit la probabilité maximale w pour un jeu G :

w(G) (q1, 92,1 (q1), T2(q2)) 1 € Q1,92 € Q23 N V|

-1 max |{
|Q1]|Q2| (11,112)

Les (I11,112) étant des stratégies. Il s’agit de la définition supposant une distribution uniforme sur les
questions.

On définit un canal ayant pour alphabet d’entrée (Q1 x A1) X (Q2 X A2) et pour alphabet de sortie
Q1 X Q2, avec Q1 et Q2 les questions du jeu et A; et Az les réponses.

5!11711’16(12,!1; si (q1,q2,a1,a2) €V
1/(1@u]lQ2]) sinon

Pour tout (q1,q1,q2,95,a1,a2) € Q1 X Q1 X Q2 X Q2 X A1 X As.

W((dh,45)|(q1,a1), (g2, a2)) =

4.1 CHSH

On prend par exemple le jeu CHSH, dans lequel les questions et les réponses sont des bits, et qui posséde
un ensemble de configurations de victoire

V= {(q17q27a'17a2) S {07 1}4|Q1 A q2 = a1 ©® a2}

4.1.1 Cas classique

On recherche encore une fois numériquement le maximum des informations mutuelles, et on obtient
approximativement

Ri,R2 <1
Ri+Ra< 1,5

Ce qui donne donc une zone de capacité identique & celle de I’additionneur.

4.1.2 Cas non-signaling
On est ici dans un cas ou la ressource non-signaling apporte un avantage certain, puisque 'on a
SN (Wensn, 2,2) = 1

(le détail des valeurs permettant d’atteindre cette probabilité de succes sont en annexe). Il en découle que
pour tout n € N,

SN (Winsn, 2",2") =1
puisqu’il suffit alors de traiter indépendemment chaque canal. Donc (1, 1) appartient & la zone de capacité.

On peut de plus démontrer le lemme suivant :

13



Lemme 2. Si (Ri1, R2) est dans la zone de capacité, et si (R}, R3) <iex (R1, R2), alors (R, Ry) est dans
la zone de capacité.

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout W, n, k1, ka2, ki < k1 et kb < k2, on a
S(Wn7 k17 k2) < S(Wn7 klla kIQ)

Notons e1, ez et d les deux encodeurs et le décodeur correspondant a S, (W, k1, k2). On note I; C [kl]
et Io C [ko] tels que [I1| = ki et |I2] = k5 des ensembles tels que la probabilité de succeés soit maximale
pour les éléments de I; X I parmi tous les ensembles de ce type possibles.

On a alors une probabilité de succes plus élevée sur les messages de I; x I2. On définit donc une nouvelle
fonction correspondant a la restriction a I; x I du cas original, en augmentant si nécessaire certaines valeurs

pour conserver des sommes égales a 1.

On en déduit donc que la zone de capacité contient le carré ayant (1,1) et (0,0) comme angles.

Zone de capacité classique

]Zone incluse dans la zone de capacité non-signaling

Rl < 1\

W) i caaaais s Ry
0 0.5 1 1.5

FIGURE 4 — Zones de capacité du canal correspondant a CHSH

4.2 Correspondance avec les stratégies

Puisque les canaux sont définis a partir de jeux, on peut se demander si une stratégie optimale pour un
jeu peut correspondre & des émetteurs et des décodeurs donnant une probabilité de succés maximale.

Théoréme 8. Etant donné une stratégie optimale (I11,112) pour un jeu G, on peut obtenir des encodeurs
et un décodeur, avec k1 = |Q1] et k2 = |Q2|, donnant une probabilité de succés égale a

1-w(G)

w(G) + Tk

Démonstration. On associe chaque question a un message, et ’encodeur associe alors a ce message la paire
contenant la question et la réponse apportée par la stratégie. Le décodeur associe réciproquement la paire
des messages auxquels les questions qu’il recoit en entrée sont associées. La preuve détaillée est en annexe.

Malheureusement, la réciproque n’est pas vraie :

Théoréme 9. Etant donné des e1, es et d optimaus, il n'est pas toujours possible de donner une stratégie

optimale, et telle que w(G) + %k(f) soit la probabilité de succés du probleme d’encodage.
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Démonstration. On a I’exemple suivant :
Q1 =Q2=A1=A4,={0,1}

Vv ={(0,0,0,0),(0,1,1,0)}
Si on utilise le deuxiéme énoncé, on s’apercoit en étudiant les cas que prendre Z; = {(0,0), (0,1)} et
Z3 ={(0,0),(1,0)} donne une probabilité de succés égale & 1/2, qui n’est atteinte par aucun autre Z.
Or l'ensemble Z; contient deux fois 0 comme question, ce qui ne correspond pas & une stratégie. Un
ensemble Z correspondant & une stratégie est donc nécessairement différent de I’ensemble optimal énoncé
précédemment, or la probabilité de succes maximale n’est atteinte que pour ce dernier.

On a donc 1 (@)
—w
SV 1Qul,1Q2) = w(G) + 5T

5 Une hypothese sur la zone de capacité dans le cas non-
signaling

Hypotheése 1. Si on définit des variables aléatoires X1, Xo et Y a valeurs respectivement dans X1, Xo
et YV, la zone de capacité non-signaling est égale a l’adhérence de l’enveloppe convexe de l’ensemble des
(R1, R2) vérifiant
Ri < [(Xl; Y|X2)
Ro < I(Xg; Y|X1)
Ri+ Ry < I(X1,X2;Y)

pour des lois quelconques sur (X1, X2) (celle sur'Y étant alors donnée par W ).

Cette hypothése se base sur un affaiblissement de la contrainte sur les lois de probabilités par rapport au
cas classique. On trouve par exemple en annexe la majoration de la somme R; + Ry dans le cas non-signaling
pour CHSH.

6 Conclusion

On a un résultat sur la possibilité de calculer une solution approchée en temps polynomial pour le
cas classique a deux encodeurs. Les résultats démontrés sur le cas non-signaling sont en revanche plus
anecdotiques, et concernent notamment le cas particulier des canaux correspondant aux jeux 2-prover I-
round, pour lesquels on a une minoration de la probabilité de succes. On a toutefois une hypothese générale
sur la forme des zones de capacité non-signaling.

La principale piste future serait donc de chercher a démontrer cette hypothese, si celle-ci est vraie.
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Annexes

Preuve du théoréme [5
On rappelle les deux énoncés :

def L.
S(W,ki,ke) = maximiser
e1,e2,d kiko

Z er(z1li)ez(z2| /)W (yl(x1, 22))d((i 7)y)

(z1,%2,Y,1,5)
€X1 X X x Y x[k1]x[k2]

tels que » ei(mili) =1 Vi€ [ki] (6.0.1)
z1E€EX]
D ea(mali) =1 Vi€ [ke] (6.0.2)
T2 €Xo
Yo Ay =1 Vyey (6.0.3)
(4,5) €[k1] X [k2]
0< 61($1|i) <1 V(xl,i) c X X [k’l] (604)
0< 62(:E2|j) <1 V(m’z,j) € X X [k‘z] (6.0.5)
0<d((i,7)ly) <1 V(i j,y) € [ka] X [ko] x Y (6.0.6)
Et
S(W, k1, ko) = ke 25X fw(Z)
Z1CX,Z3C Xy
|Z1|<k1,|Z2|<k2
avec
v PX x X)) — R
vz =Y ey MAX (e anyez W (yl(21,22))

— Montrons que si on définit S(W, k1, k2) selon le premier énoncé, alors

1
S(W, k1, ko) > max Z
( 1ke) = kike  Z=Z1x2» fw(2)
Z1CX,Z2C X
|Z11<k1,|Z2|<k2

Prenons Z; C Xy, Z2 C Xy de taille I3 < k1 et o < ko, et Z = Z1 X Z3. On note ses éléments
{(@1,1,22,1), .., (X105, T2,05) }
On définit

e1(zyr|i) = 600 V(3,4 €[] X [k1] (6.0.7)
et de méme pour es.
Pour i € {l1 +1,...,ki} et j € {lo+ 1,...,k2}, on choisit des valeurs arbitraires vérifiant les

conditions du premier énoncé.
Pour tout y € Y on définit m(y) = (mi(y), m2(y)) le plus petit (i,7) € [l1] x [l2] tel que

W(yl(z1,i,22,5)) = W (yl(z1,i0, T2,51)) (6.0.8)

max
i’ €[l1],5 €[l2]

On définit alors
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e1, ez et d satisfont bien les contraintes du premier énoncé.
De plus, on a

n Y a@ie@hWele, )i

(4,4,21,22,Y)
€lk1]x k2] X X1 X X2 XY

= k11k2 Z Wyl (@1, w2,5))d((i, 5)y) Par

(4,9,9) €[l ] X [l2] XY

1
= 1 2 Wm0 22.maw) Par

yey
1
= —-— P . .
Tl 2 X W(ylz) ar (6.0.8)
yey
-1 w2
T kW

Ce qui nous donne bien I'inégalité présentée plus haut.
— Montrons maintenant 1’inégalité inverse.
On prend ey, ez et d vérifiant les contraintes du premier énoncé. Notons z(; ;) une paire telle que

> Wleap)d(Gd)ly) = max Wyl 22))d((, 5)ly) (6.0.10)
yey

(z1,22)EX1 X X2
yeY

On a alors

Yo a@liea@l) Y Wyl(@,22))d((, 5)ly)

(4,9,21,22) yeY
€lk1]x [ka]x X1 X X2

. W i
S D0 Lmax > Wl e)d()ly)
(#,3) €lk1]x [k2] yey

Par (6.0.1)), (6.0.2), (6.0.4)), (6.0.5)
= Y Wlleep)dd)ly) Par

(4,5,9)€[k1] x [k2] XY

<> max  W(ylea,) Par (6.0:3), (6:0.0)
yey(w)elkl]X[kz]

< max Z max W (y|z)
xTE

Z=7Z1X2Zo
Z1CX1,Z2C X2 y€Y
[Z11<k1,|Z2|<k2

On a donc bien cette seconde inégalité.

Preuve du théoréme
On a le probléme suivant, que ’on note P; :

Données : un graphe biparti G = (V4 U Va, E), deux parameétres k1 et ke
Question : Trouver S; C Vi et S3 C Va tels que :

|S1] = K1

|S2| = ke

Le nombre d’arétes de S1 U Sz est maximal parmi tous les S; et Sy possibles.
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Pour lequel on sait d’aprés [4] qu’il ne posséde pas d’algorithme polynomial donnant une solution
approchée avec un facteur 1/2.

On le réduit au probléme P; :
Données : un canal W, des alphabets d’entrée X; et Xs,
un alphabet de sortie ), deux parametres k1 et ka.
Question : Trouver Z; C X1 et Zs C X; tels que :
\Z1] = ks
2| = ko

fw(Z1 x Z3) — 1 est maximal parmi tous les Z; et Z, possibles.

Instance de P, a partir de P;

Prenons une instance (G = (V1 U Vs, E), k1, k2) de P1. On suppose que pour chaque aréte (z,y), z € V4
et y € Vo, sans perte de généralité. On définit k1 = K1, ko = ke, X1 =Vi, Ao =Vo et Y = V5 x Va.
Pour tout (z1,z2) € X1 X Xa, (z},25) € Y, on définit W ((x1, z5)|(x1,x2)) de la fagon suivante.

(51/1’11(595/2@2 si ($'17 172) ek

W (2, x3)|(z1,32)) = {1/|y| sinon

On a alors bien Zyey W (y|(xz1,22)) = 1 pour tout x1 € X1 et x2 € Ab.

Solution de P, vers solution de P;

On définit une bijection des solutions de P», que 1’on note sol(P2) dans les solutions de P; (sol(P1)) :

) sol(P2) — sol(Pr)
g: Zl X ZQ — Z1 U ZQ

On prend S = 51 U S2 une solution de 'instance du premier probleme et on note Eg ses arétes. On note
Z =g *(S). On a alors

Z = W 3 + W )
fw(2) Lmax W (yl(1,22)) > Lmax W(yl(@1,22))
yEEg yEV\Eg
VI - |Es|
= |Es| +
Bl

1
=1 FE 11— —
*l S( |y|>

Réciproquement, si Z = Z; X Zz, on prend S = g(Z) et on a

1
L=

On remarque que maximiser |Es| est équivalent & maximiser fw (Z) — 1, donc si Z = Z; X Z est une
solution optimale de l'instance de P», alors S = g(Z) est une solution optimale de I'instance de P;.

Supposons que I’on ait Z une solution optimale pour P;, et Z’' une approximation de cette solution avec
un facteur 1/2. A partir de ces solutions, on définit S = g(Z) et S" = g(Z").
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Si fw(Z)—1>0:
Bsr| _ fw(Z) -1
|Es|  fw(Z) -1
=1/2

Si fw(Z) —1=0, on a également E|g = 0, donc le facteur d’approximation reste le méme.
D’autre part, fiv est toujours supérieure a 1, étant la somme de || valeurs supérieures a ﬁ

On a donc bien le résultat attendu.

Preuve du théoréme
On rappelle les énoncés :

SN (W, ki ka) =
1
maximiser — P(xy,x2, (1,7)|7, 7, ) W (y|(x1, x
Plar e (i i,8) k1k2x ;Czy-]- (w1, w2, (4, )i, 5, Y)W (yl (21, 22))
1:22,Y,2,

Z P(wl,x27 (’i/7j/)|i:j7 y)

tel que men (6.0.11)
= S Plosan, () ki dy) Vi 4,7 kaayy
T1E€EX]
Z P(I17£C27(’i/,j/)|7;,j7y)
e (6.0.12)
= Y Py, (@) i ky) Vi 5,5k wy
T2 EXo
> P, @, (7, 5)is )
o (6.0.13)
=Y P2, (i, 5)i:5,y) Vi gm0, y,y
7;l,jl
> P, (i 5)]i5y) =1 (6.0.14)
i'g' w1,
0 < P(z1,22, (7', 5)]i,4,y) <1 Vau,22,4,i, 5,7,y (6.0.15)

Et
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SNS (W, k1, k2)

maximiser
Ty 7772>y’7‘:}:1,.’1:2,;1;77‘.'1:1,7:2,yvpa£‘1,a‘,2

tels que

def

1
E W (ylz122)7201 20,y
k1kso
T1,32,y
§ Toi,a0,y = 1
T1,m2
1
Z Toy,a0,y = K1 Z Tzy,22,y
x1 T
2
Z Toy @0,y = ko Z Tz1,22,y
T2 T2
2
E Dayi,ze = k1 E Tz1,22,y
T 1
1
E Day,ae = k2 E Tz1,22,y
xo To

1
0<7Tei,22,y < Tayzoy < Paros

2
0<7eimo,y STy 29,y < Dayas

1 2
0 < Pz = Toya,y — Tor,20,y T o102y

(6.0.16)
(6.0.17)
(6.0.18)
(6.0.19)

(6.0.20)

(6.0.21)
(6.0.22)
(6.0.23)

Montrons d’abord que si on a P(x1, 2, (i',7')|i,j,y) vérifiant les conditions du premier énoncé, alors si

on prend

TILI%’!! = ZP($1,$2, (%.7)'%]3 y)

]

rﬂlvlwﬂfby = Z P(l‘l,xz, (l/»])|Z,J7Z/)

.
2,17,

2
Tz1,22,y

=Y Pa1,2, (0,5, ,v)

5,37

pll@z = Z P(x17x27(il7j,)|i7j7y)

3,17,

4,3’

ces valeurs vérifient les conditions de 1’énoncé 2 :

E Txy,@2,y =

Z P($17$27(17j)|iaj7y)

z1,T2 T1,22,1,]

> Plenaa ()5 y)

T1,22,1,7

=1
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Zrm,w,y = ZZP (z1, 22, (7', 5)i, 4,y)

e i,i',j 1
A -/ .
= E § P(.T1,$2,(Z,j)|2,j,y)
i,i',j @1
= E Tzy,x2,y
x1,1
=k § Txy,@2,y
x1
De la méme fagon :
; =k
Tzy,2a,y = K2 Tz1,22,y
2 2
-/ -/ ..
E Pzy,x2 = E E P(Il,l‘g,(l »J )‘%.ﬁy)
z1 i,1’,5,5" @1

- Z Z P(z1, 32, (4,55, 4,y)

i,i,5,5" @1

_ 2
- Tz1,22,y

xq,1’

2
=k E Tzy1,22,y

x1

§ Day,02 = k2 E Tﬂcl,xz,y

De méme,

Les conditions
0< Txq,x0,y < Talcl,zg,y < Pxq,x0
et
0< Txi,x2,y < 7"92;1,12,34 < Pxq,xo

proviennent du fait que tous les P(z1,x2, (7', 5')|i, j,y) sont positifs.
Enfin,

1 2
Pzy,x0 — Tzl T2,y Tzl T2,y + Txq,22,y

—Z (w1, 2, (4, 5)1i, 5, y) ZP w1, 22, (¢, 5)i 4, y)

ZP 1,22, (i,5)]i,4,y) +ZP 1,22, (i, 5)i, 4, y))

J’ i’y

= E (P($1,$27(i7j)|i,j,y)+ E P($17$27(i’,jl)|i,j7y)
%) i #4,5' #]
>0
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Réciproquement, prenons

P(xlvx% (i/aj/)‘i7j7 y) =

Trhzz,y PP N
S1t,7=1,]
k1, ko
1
Tay,x0,y = Tae1,22,y .. o ./
— sii#i,j=3j
kika (ki — 1)
2
Tz1,00,y — Te1,2a,y .. . .
BTt sii=14,j#]
kika (ks — 1)

1 2
Payao = Tay g,y = Tay,aa,y T Tai,wa,y

Texka(ky — 1) (k2 — 1)

siti#d,j#7

et montrons que les conditions de ’énoncé 1 sont vérifiées :

> Py, (0,5)]is 4, y)
Tl

rzl sT2,Y

k1, ko

1

1

1

Z rél,zg,y —Txy,x0,y
k1ka(k1 — 1)

Z Tgl,zg,y — Tzqy,29,y
knks (ks — 1)

./ -/
sit,j=1,]
sii#d,j=4
sii=1i,j#j

2

sii#d,j#7

1

Tay,x2,y

ki, k2

1

Z Pzq,x0 — ralcl,zg,y - rzl,zg,y + Tzy,22,y
Knka (k1 — 1) (k2 — 1)

kl(zzl Tay,w.y) — 211 Tzy,@2,y

z1

kika(kr — 1)
Z Til,wgﬁy —Txy,x0,y
k1ka(k2 — 1)

kl(zzl T?El,zz,y) - kl(zzl Twy,02,y) — (Zzl Tihzz,y) + Zzl (Twy,22,)

Tay,x2,y

ki, k2

T1

Tzl sT2,Y

kika

1

1

1

x1

Terka(kr — 1) (k2 — 1)

Z Til,mz,y —Txy,x0,y
Krka(kz — 1)
Z Tﬂ201w2,y — Tzy,za,y

kika(ka — 1)

> Plar, e, (7,5 k.4, y)
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De méme pour la somme sur zs.

> Py, @, (0, 5)isd, )
i/,j/

_Tzi,may + (k1 — 1) Tﬁlcl,w,y — Tzy,z0,y 4 (ko — 1)r02017$27y —Twy,aa,y
K1k ' Kk (ki — 1) ? Ferka (k2 — 1)
1 2
DPxy,x0 — Tzl,zg,y - Tzlzz,y + TIl,IQ,y
ki—1)(ka—1
+ (k= Dk~ 1) orka (k1 — 1) (ks — 1)

_ Pzy,xo
k1ko
_ P VN
- ($17x27(l yJ )|Z7J7y)
i',5'
P Ny s _ Pzq,z2
(131,$2,(Z sy J )|Z7.77y) - .
kiks
1,22, 5’ z1,T2
2
— E : To1,2,y
ko
z1,22
= § Tazy,x2,y
z1,22
=1

On a enfin bien P(z1,z2, (i',5')|i,j,y) > 0.
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Solution pour le cas k; = ky = 2 de CHSH

On utilise le second énoncé du probleme. Ces valeurs ont été calculées par un solveur LP (détails dans
Pannexe réservée au code).

T

6 | (a2 | 00) | 01 | @0 | @y
(0,0) (0,0) 12 ] 0 0 0
(0,1) 0 1/2 0 0
(1,0) 0 0 0 0
(1,1) 0 0 0 0
(0,1) (0,0) 0 0 | 1/2] 0
(0,1) 0 0 0 1/2
(1,0) 0 0 0 0
(1,1) 0 0 0 0
(1,0) (0,0) 0 0 0 0
(0,1) 0 0 0 0
(1,0) 172 | 0 0 0
(1,1 0 | /2| 0 0
(1,1) (0,0) 0 0 0 0
(0,1) 0 0 0 0
(1,0) 0 0 0 1/2
(1,1) 0 0 | 1/2 | O©
(@5:8) | (0 o) 292 | 00) | 01) | 1L0) | (L)
(0,0) (0,0) 172 ] 0 0 0
(0,1) 0 | 1/2 | 0 0
(1,0) 172 | 0 0 0
(1,1) 0 | 1/2 | © 0
(0,1) (0,0) 0 0 | 1/2] 0
(0,1) 0 0 0 | 1/2
(1,0) 0 0 0 1/2
(1,1) 0 0 | 1/2 | 0
(1,0) (0,0) /2] 0 0 0
(0,1) 0 1/2 0 0
(1,0) 1/2 0 0 0
(L1) 0 1/2 0 0
(1,1) (0,0) 0 0 | 1/2] 0
(0,1) 0 0 0 1/2
(1,0) 0 0 0 | 1/2
(1,1) 0 0 | 1/2 | 0
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) | (a2 | 00) | 01 | @0 | @y
(0,0) (0,0) 2] 0 [ 1/2] 0
(0,1) 0 | 1/2 | 0 | 1/2
(1,0) 0 0 0 0
6%)) 0 0 0 0
(0,1) (0,0) 2] 0 | 1/2] 0
(0,1) 0 1/2 0 1/2
(1,0) 0 0 0 0
(1,1) 0 0 0 0
(1,0) (0,0) 0 0 0 0
(0,1) 0 0 0 0
(1,0) /2 | 0 0 | 1/2
(1,1) 0 | 1/2 | /2| 0
(1,1) (0,0) 0 0 0 0
(0,1) 0 0 0 0
(1,0) /2 [ 0 0 | 12
(1,1) 0 | 1/2 | /2| 0
p:
(2:92) 1 0.0y | 01) | (1,0) | (1,1)
(q1,a1 ' ' ’ '

0) 12 | 0 12 | 0
i) 0 12 0 12
0) 12 | 0 0 1/2
) 0 12 | 172 [ ©

Preuve du théoréme

Supposons que l'on dispose d’une stratégie (II;,II2) pour un jeu G. On numérote arbitrairement les
éléments de X7 et Xa, et on note z1,; le i® élément de X et y1,; 'image par Iy de z1,;, et semblablement
pour Xs.

On définit alors

61((551,1:’71/1,1:’)|i) = 51’,1:’

Et symétriquement pour es. On définit de plus
d((@, 1) (21,0, 2,5)) = 8,00 85,5

Dans un cas ou configuration est gagnante, les messages sont bien transmis. Si elle ne 'est pas, il reste
toujours la possibilité que la sortie aléatoire du canal convienne. On a donc bien une probabilité de succes
égale a

1—-w(Q)

W(G) + kl k2
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Majoration de R; + R, pour CHSH sous I’hypothese 1

On remarque d’abord que I(X1,X2;Y) < H(Y) <2 (Y ayant quatre valeurs possibles).

D’autre part, pour chaque élément (q1,g2) de YV, on prend a; € A; et az € Az tels que ¢1 Aga = a1 P as
(on peut remarquer que de telles valeurs réponses existent dans tous les cas). On affecte alors la probabilité
1/4 a ((q1,a1), (g2, a2)).

Ces quadruplets étant nécessairement tous distincts (les (¢1,g2) le sont), connaitre la valeur de Y
implique connaitre la valeur de (X1, X2), et réciproquement. On a donc I(X1, X2;Y) = H(Y) = 2.

On a donc R; + Rz < 2 comme borne la plus serrée, ce qui correspond a I'appartenance de (1,1) a la
zone de débits.

Détails sur le code utilisé

Tout le code utilisé dans le cadre de ce stage a été rédigé en Python 3. Ont été réalisés :
— Un solveur pour les problémes linéaires (le cas non-signaling) a l’aide de la bibliothéque PuLP. C’est
grace & ce code que j’ai obtenu rapidement une solution pour le cas non-signaling de CHSH.
— Une fonction de recherche de maximum pour les informations mutuelles, avec les bibliotheques SciPy
optimize et NumPy.
Au total, le code compte environ 270 lignes.
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